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Un poco de historia

a) Area de una superficie: desde la primaria nos enseflaron
qgue el area de un cuadrado era lado por lado., el area de
un rectangulo era base por altura.

En la escuela secundaria nos enseiaron que si un lado
del cuadrado mide X, entonces A = X X X, y quizas en
cursos mas avanzados A = X“. En el caso del rectangulo:

A = B X H, donde B es |la base y H |la altura

En el dltimo ano de preparatoria y primer ano de
licenciatura, con conocimientos de calculo diferencial e
integral con dos variables en un sistema de coordenadas

cartesianas, nos ensenaron:
X rY
A= [ [ dxdy=XY



Pero aqui en el primer curso de Astrofisica General nos
Interesa ver con mas detalle el proceso de la determinacion

del area de un rectangulo: 4 Y
eje Y da = dx dy
0 0o Jo

Y
pero como X, y son

variables independientes

X Y
Azfdxfdy
0 0

Finalmente:
dx X eje X A=XY

Es decir, la distancia x va incrementandose en pequefios intervalos
dx, desde 0 hasta el valor X. Después o al mismo tiempo la distancia y
va incrementandose en intervalos dy, desde 0 hasta el valor Y.
Al incrementar la variable y al mismo tiempo o después de incrementar
la variable x, se esta “creando”, barriendo” o “cubriendo”,

el area total A.

dy




b) Volumen de una esfera: en forma similar desde fines
del sexto ano de primaria o quizas en el segundo o tercer
ano de secundaria se nos enseno que el volumen de una
esfera es cuatro tercios de pi por radio elevado a |la
tercera potencia. élas unidades? Centimetros cubicos,
metros cubicos, kilbmetros cubicos etc. esas unidades del
volumen se las da la unidad de radio de la esfera elevado

. 4
alapotencia3. V = gnRS.

En el dltimo ano de preparatoria o en el primer ano de |la
licenciatura con los cursos de calculo diferencial e integral
nos ensenaron que hay al menos otro sistema de

coordenadas ademds de las cartesianas (X, y, z),
éstas se conocen como coordenadas r,0,0).
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En esos primeros cursos de calculo diferencial e intregral de
tres variables (esféricas) nos ensefiaron que el voumen
de una esfera se puede expresar como:

%
f defffrz sin drdOdyp
0

Las unidades del volumen estan dadas por las unidades del

Radio de la esfera elevado a la potencia 3, por ejemplo: cm?3,

m3, km3. Pero nunca nas hicieron énfasis en lo que
41T
representa el factor( —



Aqui en el curso de Astrofisica General nos gustaria ver con
mas detalle como se lleva a cabo la integral en tres
dimensiones con variables en coordenadas esféricas para
tener el volumen de una esfera:

Debemos recordar que, al igual que la integral doble para
obtener el area de un rectangulo, la triple integral en
coordenadas esféricas significa:

1) la longitud r incrementa en intervalos muy cortos, dr,
desde O hasta el valor maximo R,

2) lalongitud del arco que abarca el cambio de la varibale 0,
en intervalos cortos, dO, es (ver notas de clase con el tema

definicién de un radian) r dO,




3) lalongitud del arco que abarca el cambio de la variable @,
en intervalos cortos, d@,esr sin 0 do,

o o)
4) el incremento del dngulo O puede ser de 0 hasta 180 ,
pero la longitud del arco que abarque ese intervalo de

angulos es de 0 a 7t radianes,

O O
5) el incremento del dngulo ¢ debe ser de 0 hasta 360
pero la longitud del arco que abarque ese intervalo de

angulos es de 0 a 27t radianes.



Por lo tanto ya podemos escribir con conocimiento de
causa los limites de cada integral para determinar el
volumen de una esfera:

V R ,rm pF21
f dv = f f f r* sin 0 drdode
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Pero como las coordenadas son independientes, las
integrales son conmutativas y las podemos escribir:

R T 21T
V =f rzdrf sin Odﬂf de
0 0 0
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V = l; (—cos0)|" 2w (radianes)
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V = ?Zn{(— [cost]) — (—cos 0)}
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V=" 2n {(-[-1) - (-1}




R3

V = 3 2nt(radianes) 2(radianes)
R3

V = ?2 X 2nt(radianes X radianes)
R3 5

V = —2 X 21t (radianes)

Finalmente podemos escribir:
R3

V = 4n(radianes)? o



R3
V = 4n(radianes)? o

Si solo nos fijamos en las unidades del volumen, no sabemos
la geometria del objeto, podria ser un cubo de lado R.

Lo que nos indican los 4r (esterorradianes) es que j“se cubre,

se barre, se crea”, el “espacio angular” de una esfera!

La esfera es un objeto cerrado con area A=41 RZ



Angulo soélido (en astronomia)

Con todo lo expuesto en las diapositivas
anteriores, ahora ya podemos facilmente
reconocer la expresion que en astronomia se
denomina angulo sélido, €2

En principio esta definido utilizando coordenadas
esféricas por la razén de que las estrellas, digamos
nuestro sol, tiene una geometria esférica, ver figura en
la siguiente diapositiva, pero en general los
astronomos desean determinar el angulo sélido que
subtiende un objeto en |la boveda celeste.



Este espacio angular
denotado por el contorno
color violeta se crea desde
el origen de coordenadas.

Si fuese el centro de una
estrella, el espacio angular
es el angulo sélido por
donde emitiria su radiacion
E&M. En el caso de una
antena parabdlica, el angulo
solido denotaria el espacio
angular por donde emite la
radiacion E&M en el procesc
de transntision.

Notese que no importa la distancia o longitud r, la diferencial

do y la diferencial d(p son las mismas. Es espacio angular es
X el mismo aqui denotado aproximadamente por el contorno color
violeta. Lo que cambiaria serian las longitudes de los arcos.



i Siysolosilos limites de la integral de la variable O son desde

0 hasta 7, y los limites de la integral de la variable (D son

desde 0 hasta 2wt entonces el angulo sélido corresponde al
espacio angular de una esfera!

Qostrella = 471 esterorradianes



Confirmando, para un objeto (estrella o
antena parabdlica) que emita radiacion
E&M, la diferencial de angulo sdlido es:

dQ2=sin0 dO do



Para el caso de recepcion de radiacion E&M,
por un telescopio 6ptico o por una antena
parabodlica (radio telescopio)

¢ Cual es el angulo sélido por donde se recibe la
radiacion de una estrella que emite radiacion
E&M?



Cualquier astronomo en la Tierra solo observa
el hemisferio del Sol (o cualquier otra estrella)
gue nos da, valga el pleonasmo, la cara.

Tierra

Sol

iFigura no esta a escala!
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Dado que el Sol es un objeto extendido, la radiaciéon que se
recibe debe ser |la paralela a la linea de vision, que es |la
direccion del vector unitario perpendicular al area receptora,
por lo tanto, se introduce el factor cos 0. Visto desde el eje Z

% 2T
f dQ) = f cos 0 sin Odﬂf do
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Qo = an cos(0)(—1)d cos 0O
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Con el cambio de variable: x= cos 0, los limites seran
x=1 para0=0, y x=0 para 6:2.
0
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Finalmente, el angulo solido del Sol desde la

Tierra es: :
Q@ — TT esterorradianes



